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Cel pracy

Zapoznanie się z analizą dynamiczną MES i MEB
Opracowanie programu analizy dynamicznej kratownic 
modelowanych MES
Zapoznanie się z metodami analizy wrażliwości układów 
drgających
Opracowanie programów realizujących analizę wrażliwości:

częstości, postaci własnych i przemieszczeń kratownic 
obciążonych dynamicznie, przy wykorzystaniu 
samodzielnie opracowanego programu (MES)
przemieszczeń tarcz obciążonych dynamicznie, za 
pomocą programu wykorzystującego podwójną zasadę 
wzajemności (MEB)

Przeprowadzenie obliczeń opracowanymi programami
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Równanie ruchu MES
Równanie ruchu elementu skończonego

zrkqqcqm =++

Macierze bezwładności, tłumienia, sztywności i sił zewnętrznych

∑∫∫∫∫∫
=

++====
n

i
i

S
e

V
e

z

V
e

V
ee

V eeeee

dSdVdVdVdV
1

TTTTT ,,, PTNfNrDBBkNNcNNm κρ

Wielkości wewnątrz elementu
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Równanie ruchu całego układu
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Całkowanie równania ruchu metodą: Newmarka, Wilsona, Houbolta, itd.
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Częstości i postacie drgań

Częstości i postacie drgań własnych 

( ) 2,0 ωµµ ==− uMK

Częstości i postacie drgań układów z tłumieniem

( ) ωδµµµ i+−==++ ,02 uKCM

Wyznaczanie wartości własnych:
Metody iteracyjne
Metoda Jacobiego
Metoda Givensa
Metody QR
...
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Równanie ruchu MEB
Podwójna zasada wzajemności

Równanie ruchu ośrodka sprężystego w postaci równania całkowego
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Równanie macierzowe

Wyrażenie nieznanych funkcji α przemieszczeniami węzłowymi u, wprowadzenie 
macierzy bezwładności

( )EGηHψMEuαFαu −−=== ρ,,

Równanie ruchu MEB

GpuMHu =+

Całkowanie równania ruchu metodą: Newmarka, Wilsona, Houbolta, itd.
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Analiza wrażliwości

Analiza wrażliwości w mechanice konstrukcji:
Badanie wpływu pewnych parametrów konstrukcji na zmianę pól
przemieszczeń, odkształceń i naprężeń, ich lokalnych wartości 
ekstremalnych lub funkcjonałów skalarnych
Analiza wpływu uszkodzenia konstrukcji na zmianę jej zachowania oraz 
identyfikacja tego uszkodzenia na podstawie pomiarów pól odkształceń
lub naprężeń w zadanych punktach

Zastosowanie:
Optymalizacja konstrukcji – poszukiwanie ekstremum funkcji celu przy 
spełnieniu ograniczeń
Identyfikacja – określenie parametrów materiałowych lub 
geometrycznych układu na podstawie pomiarów przemieszczeń lub 
odkształceń (zagadnienie odwrotne)
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Analiza wrażliwości częstości 
i postaci drgań
Pochodna wartości własnej
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Pochodna wartości własnej dla układu
z dowolnym tłumieniem
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Analiza wrażliwości odpowiedzi dynamicznej

Metoda bezpośrednia
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Metoda układu sprzężonego - pochodna funkcjonału
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Przykład 1.
Analiza wrażliwości częstości własnej kratownicy

Obliczano pochodne pierwszej częstotliwości drgań kratownicy względem:
a) pola przekroju wszystkich prętów A,
b) pola przekroju pręta 2.,
c) wymiaru L,
Należało dobrać każdy z parametrów (metodą liniowej ekstrapolacji) tak, żeby 
częstotliwość ta wynosiła co najmniej 460 Hz.

Dane: L = 1 m, A = 0.0004 m2, E = 2⋅105 MPa, ρ = 7800 kg/m3.
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Przykład 1. 
Wyniki

Pierwsza częstotliwość: f0=455.25 Hz

Liniowa ekstrapolacja:

dx
df
ffxx

dx
dfff
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A A2 L

Pochodna
df/dx

0 s-1m-2 -1.0437e+5 s-1m-2 -349 s-1m-1

Parametr po modyfikacji
x +∆x

- 3.5453e-4 m2 0.9864 m

Częstotliwość po modyfikacji
f1 - 459.9191 Hz 460.0258 Hz

Częstość drgań kratownicy której wszystkie pręty mają jednakowe pole 
przekroju nie zależy od tego pola. 
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Przykład 2.                                          
Analiza wrażliwości postaci drgań kratownicy

Obliczano pochodną wektora własnego odpowiadającego 1. postaci drgań 
kratownicy względem pola przekroju pręta 1.  Należało dobrać parametr tak, 
żeby węzeł 4. poruszał się tylko w kierunku poziomym. 

Dane: L = 1 m, A = 0.0004 m2, E = 2⋅105 MPa, ρ = 7800 kg/m3.
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Przykład 2. 
Wyniki

Nr
du2/dA1

[m-1]

A1 po 
modyfikacji

[m2]

u2 po 
modyfikacji

[m]

1 -226.1099 6.9375e-4 0.0128

2 975.9708 6.541e-4 -0.0003
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Przykład 3. 
Analiza wrażliwości przemieszczeń (metoda bezpośrednia)

Obliczono pochodną pionowego przemieszczenia węzła 6. kratownicy 
wywołanego siłą skokową, względem wysokości H.

Dane:
A = 5⋅10-4 m2

E = 2⋅1011 Pa
ρ =7800 kg/m3

krok całkowania: 0.0001 s
czas całkowania: 0.02 s
Tłumienie: C=0.001·K
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Przykład 3. 
Wyniki

Sprawdzenie

Modyfikacja:
∆H=0.15 m.

Błąd względny 
dla największego 
przemieszczenia: 
5.3%
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Przykład 4. 
Analiza wrażliwości przemieszczeń (metoda układu sprzężonego)

Obliczono pochodne funkcjonałów

względem promienia r otworu podpory.
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Dane:
E=2.1·1011 Pa
ν=0.3
ρ=7860 kg/m3

PSO
czas całkowania: tf=800·10-6 s
krok całkowania: dt=40·10-6 s
r=0.01 m
17 elementów, 34 węzły
układ symetryczny (geometria, podparcie, 
obciążenie)
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Przykład 4. 
Wyniki

Przemieszczenie y węzła  21. Wektor sprzężony

dJ1/dr [m·s] dJ2/dr [m·s]

Metoda układu sprzężonego 8.8386e-3 1.5305e-4

Metoda różnicowa 8.1332e-3 1.5542e-4

Błąd względny 8.7% 1.5%
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Wnioski

Wszystkie wyniki analizy wrażliwości dotyczące kratownic są
bardzo zbliżone do dokładnych. 
Przedstawione wyniki analizy wrażliwości tarcz są mniej dokładne 
niż wyniki analizy wrażliwości kratownic – sposób obliczania 
pochodnych macierzy. 
Obliczanie pochodnych macierzy metodą różnicową (tarcze) 
wymaga odpowiedniego doboru przyrostu parametru.
Błędy pochodnych funkcjonałów przemieszczeń tarcz obliczanych 
metodą układu sprzężonego wykazywały zależność od 
zmienności tych przemieszczeń (błędy całkowania). 
W przypadku analizy wrażliwości tarcz pochodne funkcjonałów 
zależnych od przemieszczeń większej liczby węzłów wykazywały 
mniejsze błędy w porównaniu z pochodnymi funkcjonałów 
zależnych od przemieszczeń pojedynczych węzłów. 
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