
KATEDRA WYTRZYMAŁOŚCI  MATERIAŁÓW 
I METOD KOMPUTEROWYCH MECHANIKI

Wydział Mechaniczny Technologiczny

POLITECHNIKA ŚLĄSKA W GLIWICACH

PRACA DYPLOMOWA MAGISTERSKA

Temat: Modelowanie procesu krzepnięcia żeliwa
z wykorzystaniem pakiet MARC/MENTAT.

KATEDRA WYTRZYMAŁOŚCI  MATERIAŁÓW 
I METOD KOMPUTEROWYCH MECHANIKI

Wydział Mechaniczny Technologiczny

POLITECHNIKA ŚLĄSKA W GLIWICACH

PRACA DYPLOMOWA MAGISTERSKA

Temat: Modelowanie procesu krzepnięcia żeliwa
z wykorzystaniem pakiet MARC/MENTAT.



Spis treści:Spis treści:

1. Wstęp teoretyczny.  
Opis matematyczny krzepnięcia odlewu w formie .

2.  Przykład obliczeniowy. Porównanie wyników obliczeń za pomocą programu 
Mathcad  i pakietu Marc/Mentat :

- warunki brzegowe I i II .

3. Model numeryczny krzepnięcia żeliwa w formie.
Porównanie wyników obliczeń za pomocą  MRS oraz  MES
(pakiet  Marc/Mentat).

4.   Modele krzepnięcia żeliwa w formie o różnych kształtach: 
- przykłady obliczeniowe  (zadanie 2D),
- przykłady obliczeniowe  (zadanie 3D).

5. Wnioski.
6. Literatura.



1. Wstęp teoretyczny. 1. Wstęp teoretyczny. 
Opis matematyczny procesu krzepnięcia odlewu w formie.Opis matematyczny procesu krzepnięcia odlewu w formie.

Równanie różniczkowe opisujące nieustalone pole temperatury w obszarze krzepnącego
odlewu przyjmuje postać:

gdzie: X - punkt obszaru odlewu;  T – temperatura;   t  – czas; c(T) [J/kgK]  – ciepło 
właściwe;  ρ [kg/m3] – gęstość;  λ(T) [W/mK] – współczynnik przewodzenia ciepła; 
Q(X,t) [W/m3] – funkcja źródła; 

Krzepnięcie typowych stopów zachodzi w interwale temperatury, który określają 
temperatury likwidusu TL (początek krzepnięcia) i solidusu TS (koniec
krzepnięcia). Stan ciekły odpowiada temperaturom T>TL , a stan stały temperaturom 
T<TS .W przedziale  (TS ,TL) odpowiadającym strefie dwufazowej zachodzi
proces krzepnięcia i wydziela się ciepło utajone.
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Funkcja źródła w równaniu (1) jest funkcja postaci:

gdzie: S(X,t) jest lokalnym udziałem fazy stałej w otoczeniu rozważanego punktu X w obszarze 
odlewu.
W modelach makroskopowych krzepnięcie stopów zakłada się, że lokalny udział ciała stałego
(cieczy) jest funkcja temperatury S=f(T) w rozważanym punkcie stąd wynika, że:

Przy powyższym założeniu człon źródłowy w równaniu przewodnictwa można „dołączyć” do
lewej strony tego równania i otrzymuje się :

Występujący w ostatnim równaniu parametr termofizyczny:

C(T) = 

nazywamy zastępczą pojemnością cieplną.
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W literaturze istniej wiele hipotez dotyczących funkcji opisujących zastępczą pojemność
cieplną strefy przejściowej. Najprostszą z nich jest hipoteza Wiejnika.
Uwzględnienie stałych wartości parametrów termofizycznych podobszaru i krzepnącego
odlewu (faza ciekła, obszar dwufazowy, faza stała) prowadzi do następującej definicji 
zastępczej pojemności cieplnej:

gdzie: cL, cP, cS --ciepła właściwe fazy ciekłej ,przejściowej i stałej;
ρL, ρP, ρS – gęstości fazy ciekłej, przejściowej i stałej;

Składnik L/( (TL –TS) bywa nazywany spektralnym ciepłem krzepnięcia (Wiejnika)

Rys.1 Zastępcza pojemność cieplna
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W przypadku gdy mamy do czynienia z krzepnięciem żeliwa zastosowanie hipotezy 
związanej z zastępczą pojemnością cieplną jest możliwe pod warunkiem, że temperatura 
przemiany eutektycznej Teu w której wydziela się ciepło krzepnięcia Leu „rozszerzymy” na
pewien przedział                                       , w którym ta przemiana będzie występowała. 
Przemiana austenityczna w żeliwie występuje w przedziale temperatur                          
gdzie TL jest temperaturą początku krzepnięcia (temperatura likwidusu) ,a ciepło tej 
przemiany oznaczamy przez Laus , natomiast faza stała związana jest z temperaturami
niższymi od                       (Rys.2)

Rys.2.Zastępcza pojemność cieplna (żeliwo)
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Model matematyczny krzepnięcia odlewu (wykonanego z żeliwa) w masie formierskiej
opisuje następujący układ równań:
- równanie dla obszaru odlewu:

gdzie C(T) jest zastępczą pojemnością cieplną definiowaną wzorem:

- równanie dla obszaru masy formierskiej:

gdzie : λm,cm – parametry termofizyczne tego podobszaru;
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Warunki brzegowe:
- warunek ciągłości strumienia ciepła i temperatury na powierzchni kontaktu między 

odlewem i formą (warunek brzegowy IV rodzaju ):

Warunki początkowe:
- dla t= 0 :
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- warunek brzegowy na powierzchni zewnętrznej masy formierskiej:
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2. Przykład obliczeniowy. Porównanie wyników obliczeń za 2. Przykład obliczeniowy. Porównanie wyników obliczeń za 
pomocą programu Mathcad  i pakietu Marc/Mentat pomocą programu Mathcad  i pakietu Marc/Mentat 

(warunki brzegowe I i II )(warunki brzegowe I i II )
Dla elementu przedstawionego na rys. 3  wyznaczone zostanie  pole temperatury dla 
stanu  nieustalonego 
Dane: materiał:  miedz
λ = 330 [W/mK];         c=420  [ J/kg*K]         ρ=8900 [kg/m3]
Wymiary elementu: a =  0,2  [m]      b = 2*a    

- numer elementu;
1    - numer węzła.

Warunki brzegowe:

Wb1 – warunek brzeg. I rodz.         
T1  = 200 [0C];     
Wb2 – warunek brzeg. II rodz.      
q = 80 W/m3 

Tp=0 [0C]
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Pole temperatur po czasie:  
czas t = 75.551 s                                                             czas  t = 151.102 s
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Model w programie Mentat:
Wyniki otrzymane za pomocą

programu Marc/Mentat t =   75,515 s



Porównanie wyników:Porównanie wyników:
(warunki brzegowe I i II).

Tab.1. Porównanie wyników otrzymanych za pomocą pakietu MARC/MENTAT 
oraz programu Mathcad.

109,841109,80564,38664,3464,286264,288

2002002002002002007

2002002002002002006

109,841109,80564,38664,3464,286264,285

142,797142,735114,797114,78514,286414,2864

142,797142,735114,797114,78514,286414,2863

2002002002002002002

2002002002002002001

MARCMathcadMARCMathcadMARCMathcad

Temperatury
t=226.545[s]

Temperatury
t=151.102[s]

Temperatury
t=75.551[s]Nr.węzła



3. Model numeryczny krzepnięcia żeliwa w formie3. Model numeryczny krzepnięcia żeliwa w formie..
Porównanie wyników obliczeń za pomocą  MRS  oraz  MESPorównanie wyników obliczeń za pomocą  MRS  oraz  MES

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie przedstawionego na rys.4  wyznaczone
zostało  pole temperatury  dla następujących danych :
Wymiary: a=0,08 [m]   b=0,05[m]    c=0,03[m] 
Dane materiałowe:
żeliwo :
λL = λaus= λeu= λS= 40 [W/mK];
TL= 1200 [0C] 
TS= 1145 [0C] 
Laus=6,35*108 [J/kg]
Leu=1,571*108 [J/kg]

=4,932*106 [J/m3K]
=5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm = 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:                                          Rys.4
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C] 
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Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Podział na elementy skończone:

Pola temperatury po czasie t = 20s

odlew wraz z formą odlew



Pola temperatury po czasie t = 100s

Pola temperatury po czasie t = 200s



Porównanie wyników:Porównanie wyników:
(żeliwo)

Tab.2. Porównanie wyników MES i MRS (żeliwo)

1083,581082,331102,971103,951149,151150,778
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1145,231145,421149,451150,981214,841216,551
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Punkt pomiarowy



Rys.5.Temperatury w punktach pomiarowych 1,2,3,4,5,6,7,8.
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Porównanie wyników:Porównanie wyników:
(forma piaskowa)

Tab.3. Porównanie wyników MES i MRS (forma piaskowa)

228,049228,3973,48571,62920,02420,00422
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Rys.6.Temperatury w punktach pomiarowych 9,10,…..,22.

Temperatury w punktach pomiarowych (t=20[s])
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4.  Modele krzepnięcia żeliwa w formie o różnych kształtach:4.  Modele krzepnięcia żeliwa w formie o różnych kształtach:

Przykłady nr.1 (zadanie 2D)Przykłady nr.1 (zadanie 2D)

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie przedstawionego na rys.7  wyznaczone 
zostało  pole temperatur  dla następujących danych :
Dane materiałowe:
żeliwo :

λ = 40 [W/mK];
= 4,932*106 [J/m3K]
= 5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm= 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C]  
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Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Podział na elementy skończone:

Pola temperatury po czasie t = 40s

odlewodlew wraz z forma



Przykłady nr.2 (zadanie 2D)Przykłady nr.2 (zadanie 2D)

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie przedstawionego na rys.8  wyznaczone 
zostało  pole temperatury  dla następujących danych :
Dane materiałowe:
żeliwo :
λ = 40 [W/mK];

=4,932*106 [J/m3K]
=5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm= 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C]  
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Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Podział na elementy skończone:

Pola temperatury po czasie t = 50s

odlewodlew wraz z formą



Przykłady nr.3 (zadanie 2D)Przykłady nr.3 (zadanie 2D)

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie przedstawionego na rys.9  wyznaczone 
zostało  pole temperatury  dla następujących danych :
Dane materiałowe:
żeliwo :
λ = 40 [W/mK];

= 4,932*106 [J/m3K]
= 5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm= 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C]  

Rys.9

odlewuobszar   -
formyobszar   -

2

1

Ω
Ω

LLc ρ

mmc ρ

ssc ρ



Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Podział na elementy skończone:

Pola temperatury po czasie t = 100s

odlew wraz z formą odlew



Przykłady nr.4 (zadanie 3D)Przykłady nr.4 (zadanie 3D)

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie przedstawionego na rys.10  wyznaczone
zostało  pole temperatury  dla następujących danych :
Wymiary : a=0,025 [m],    b=0,015[m],     c=0,020[m],     d=0,065[m]      e=0,005[m], 
Dane materiałowe:
żeliwo :
λL = λaus= λeu= λS= 40 [W/mK];
TL= 1200 [0C] 
TS= 1145 [0C] 
Laus=6,35*108 [J/kg]
Leu=1,571*108 [J/kg]

=4,932*106 [J/m3K]
=5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm= 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C]

formy) obszar -2Ω odlewu, obszar -1(Ω

Rys.11. Dolna część formy wraz z odlewem:
a) rzut z góry  b) przekrój

mmc ρ

LLc ρ
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Rys.10. Dolna część formy wraz z odlewem:



Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Podział na elementy skończone

odlew wraz z formą odlew

Pola temperatury po czasie t = 100s:



Przykładowy rozkład pola temperatury 
w samej formie (czas t = 100s)

Przykładowy rozkład pola temperatury 
w dolnej części formy  oraz  na przekroju odlewu 
(czas t = 100s)

Przykładowy rozkład pola temperatury na przekroju 
krzepnącego odlewu (czas t = 80s)



Przykłady nr.5 (zadanie 3D)Przykłady nr.5 (zadanie 3D)

Dla odlewu żeliwnego krzepnącego w formie o kształcie i wymiarach przedstawionych 
na rys.12,13a,13b wyznaczone zostało pole temperatury dla następujących danych :

Dane materiałowe:
żeliwo :
λL = λaus= λeu= λS= 40 [W/mK];
TL= 1200 [0C] 
TS= 1145 [0C] 
Laus=6,35*108 [J/kg]
Leu=1,571*108 [J/kg]

=4,932*106 [J/m3K]
=5,652*106 [J/m3K]

forma :
λm= 1.5 [W/mK];

=1.75*106 [J/m3K]

Warunki początkowe:
T0 =1350 [0C]                                                              
Tm0 = 20 [0C]

formy) obszar -2Ω odlewu, obszar -1(Ω

Rys.13. Dolna część formy wraz z odlewem:
a) rzut z góry  b) przekrój

Rys.12. Dolna część formy wraz z odlewem:
ssc ρ
LLc ρ

mmc ρ



Podział na elementy skończone

Model otrzymany w programie Marc/Mentat:

Pola temperatury po czasie t = 10s Pola temperatury po czasie t = 60s



5.Wnioski5.Wnioski

Przeprowadzone w ramach pracy dyplomowej badania pozwalają na
sformułowanie następujących wniosków:
1. Modelowanie procesu krzepnięcia żeliwa z wykorzystaniem zastępczej   

pojemności cieplnej, w której przemianę eutektyczną rozszerza się na pewien 
przedział temperatury   jest skuteczna metodą „ominięcia” 
trudności związanych z  opisem procesu krzepnięcia zachodzącego w stałej 
temperaturze.

2. Pakiet obliczeniowy MARC/MENTAT  można  z   powodzeniem    
wykorzystywać do   modelowania krzepnięcia stopów przy  odpowiednim  
zdefiniowaniu  parametru C(T).

3. Wyniki uzyskane za pomocą tego pakietu są czytelne i mogą być 
przedstawione          w różny sposób np. jako kolorowe mapy pola temperatury, 
krótkie animacje itp. co ułatwia ich weryfikację i dalszą analizę.

4. Przeprowadzone  obliczenia  porównawcze  wykonane  metodą  różnic  
skończonych  i metoda elementów skończonych pokazują, że różnice w 
otrzymywanych  wynikach są bardzo małe.

5. Metoda    elementów    skończonych   pozwala   na   w   miarę   łatwe   
uwzględnienie  skomplikowanych  kształtów  odlewów,  w  przeciwieństwie  do   
metody   różnic skończonych.

( ) T  T  T, - T eueu ∆+∆
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